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M � �������C�?� ���h  � �V������¡9�h¢£�"¤ �C¥¦�£§¨�c©��Eª«¥t�£§¨� ¤c��¬­¤Q¥t���£¬®¡¯�C§­°
T ∗ ± n ≈± 2n ���£°²¤��C�£�V¬­°£��³"���µ´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸�¿cÀ
¿c·Á¸cÂ

f : M −→ S Ã ¬aÄl��Ä Ã ��¢£��Å � ³h� �"��¡
��¢£�Æ¥t�C³V�£¢£¬¨�h¥

f
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¤ �«�C³h°6¬­�=�2�h� �r�����h¢£� � ���V� Ã ����¬­�½����ÎC³�� � §­���Eª«�V����¥�¬­�mÎC¬®ÊC��� � ª�¢£��§­�C¥¦�C³h�6¢£¬­¤
¡¯ £�£¤c��¬­���£�

f1, . . . , fk : M −→ ± Ì�¢£���h��Ï(�C¬¨�h�h��� � ³h��¤]Í��c����Ê��2�£¬­�V¢t�=�2¬­³VÌ�¬¨�h�2Ð
{fi, fj} = 0, 1 ≤ i, j ≤ k���£°����½ª��2��¢£��³z¢£�C§¨�C¥¦�C³h�£¢6¬­¤�¡¯ £�£¤c��¬¨�C��¤��C¥t¥� 6��¬¨�£ÎjÌ�¬¨��¢���¢£�
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¬­�½����ÎC³�� � §­�¦�Vª«�V�h� ¥SÖ×ËÁ�Ø����¢£��³�Ì��C³h°£� Ã ÌÆ�����VÍ7¡¯�C³���¢£�S�c©É¬­�E��� �6¤ ����¡�Ù]Ú\ÂjÛ
ÂjÜÉ·o´�¶«¹

~
ÇÁ°£¬®Ý���³h���I�h¬L��§,�C�?� ³��\���C³V�

F1, . . . , Fk
Ì�¢£�C�h���£³V¬­�£¤�¬­�=��§��Vª«¥ � �C§­����³V�

��¢£��ÎC¬¨Ê�� �
f1, . . . , fk
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f
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C ·
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Q = R[[~]]
��¡

��¢£�t�,��§¨ª«�£�C¥¦¬L��§9³h¬­�6Î
R = ± [q1, . . . , qn, p1, . . . , pn] = ± [q, p]

¬¨����� ���h�V�2Ç
¤ ¬­�2��¬®ÊC�Q��§¨ÎC� � ³���¡¯�C³r��¢6�¦¶�Ú\ºqÂ¦»�¾Éé?º�ÚCV�Ü=Ùc·

f ? g := e
~

P

i ∂pi
∂q′

if(q, p)g(q′, p′)|(q=q′,p=p′)���£°�°£�cÅ=�£� ���XW��2��°£�c¡¯�C³h¥t�2��¬¨�C����¡
R

�
Ê�� ³ ± [[~]]
â9)�Y`å+Ä�Þm¢6��³V� §­�2��¬¨�C�

p ? q − q ? p = ~

�h¢£�
Ì��3�h¢=�2�9�h¢£�m¥t����Ì�¢£¬¨¤]¢j�h� �6°£�
p
���

~∂x
�2�£°

q
�h�z��¢£�Æ¥� £§¨�h¬­�£§¨¬­¤ �2��¬¨�C� � ª

x
¬¨�£°£ £¤�� ������¬­�V�C¥¦�C³h�£¢6¬­�h¥ ��¡?��¢6¬­����§¨ÎC� � ³��zÌ�¬¨�h¢���¢£�~��§¨ÎC� � ³�� ± [x, ~∂x][[~]]��¡�°£¬®Ý���³h� �½�h¬L��§É�C�,��³��2�h�C³h�9ÎC� �£��³��2�h� ° � ª ~∂x

���6°
x
°£���,���£°£¬¨�£Î"�C�����=��³h��¥�Ç

���h� ³
~
Ä

Z��C³V��ÎC� �6� ³��2§­§¨ª Ã ���£�Q¤}����¤��C�£�V¬­°£��³���Å=� §¨°=[²���£°��2����§­ÎC� � ³�� A Ì�¢£¬­¤]¢�¬¨�m�
\ »�·]V«¸S^}Ú\ºqÂ¦»�·o´aÚ\¶��
ÊC��³_[

[[~]]
��¡���¤ ��¥t¥� É�]�2�h¬¨ÊC��³h¬¨�£Î

B
Ä�Þm¢£¬­�r¥¦�}�2�£�Æ��¢£�2�

A
¢=���m��¢6���E��³V £¤��h £³h����¡9�`[

[[~]]
Çi��§¨ÎC� � ³�� Ã �V £¤]¢��h¢=�2�

a )Ib
A/~A = B Ãa ã�b
A = lim←−A/~

lAaBc b�¥� £§®��¬¨�£§­¬¨¤}�2�h¬­�C� � ªn��¢£�"¤�� �½��³h��§4� §­��¥t���½�
~

¬¨�m¬­� & ��¤��h¬¨ÊC�2Äd  £¤]¢������2§­ÎC� � ³���Ì�¬¨§­§ � ��¤}��§¨§­��°���e Ü6»�¶=·+´­¿ »�·o´aÚ\¶j��¡4��¢£�z³h¬­�6Î
B
Ä�Þm¢£�zÓ« £���ÉÇ

��¬¨���2�h¬­�C�
Q

°6� �h¤�³h¬ � ��°ß� � �
ÊC��Ì�¬­§­§ � ��¤}�2§­§­��°²��¢£��f�¸c´­¿
¸c¶?¼c¸cº+¹=e Ü6»�¶=·o´­¿ »�·+´aÚ\¶
��¡
R
Ä

Þm¢£¬­�m�V¬¨�h =�2��¬¨�C��¬­�m�V £¥¦¥S��³V¬­�V� ° � ªn��¢£�"°£¬­��ÎC³h��¥

A
~ // A // B

[
[[~]]

~ //

OO

[
[[~]] //

OO

[
OO

Þm¢£�n¡¯�C³V¥� £§L��¡¯�C³���¢£���6�C³h¥t��§Æ�6³h�«°£ £¤���°6��Å=�£����g~� ¬¨�h� � � � ³VÎêÓI =�2�I�h¬­�h�2��¬¨�C�
¡¯�C³r��¢6�"¡¯��§­§­�
Ì�¬¨�£Î�³V¬­�£ÎC�m¬¨�����V¬­¥¦¬­§­��³�ÌÆ�}ª,Ð

a )Ib
Ran = ± {q1, . . . , qn, p1, . . . , pn}

��¢£��³h¬­�6Îz��¡=¢6�C§­�C¥¦�C³V�£¢£¬­¤�¡¯ £�6¤���¬¨�C�
ÎC��³h¥¦���2����¢£�"�C³V¬­ÎC¬¨�n¬­�

T ∗ ± n Ã




�� ���C� ��
"���X�������������� "��� � �� �$@����������� �  �� �
a ã�b

Γ(U,OT ∗ � ) ��¢£��³h¬¨�£Î���¡3¢£��§­�C¥¦�C³h�6¢£¬­¤z¡¯ 6�£¤��h¬­�C��¬­�������C�?� ���V  � �V���
U ⊂ T ∗ ± n ÃaBc b
R∞ = C∞

2n

��¢£�~³h¬¨�£Î���¡
C∞ ¡¯ £�6¤���¬¨�C�¦ÎC� ³V¥t���2����¢£�~�C³V¬­ÎC¬¨�¦¬¨�

T ∗ 	 n Ãa�
 b
Γ(U,C∞

T ∗ � n)
�h¢£�S³V¬­�£Î���¡

C∞ ¡¯ £�£¤c��¬¨�C� ÎC��³h¥¦��¬¨� �2� �C�?� �ß�V  � �V���
U ⊂ T ∗ 	 n Ä

Þm¢£� �V�"³h¬­�6ÎC�m��³V�Q�V�]�2§­ÍI�m�C³mÎC§¨� � ��§?�h��¤���¬¨�C����¡��h¢£� �}ÊC� � Ã �h¢£�Q�£���h¬­�C���2¡(ÓI =�2�ÉÇ
��¬¨���2�h¬­�C���2°£¥t¬®�����j�V�h³���¬¨ÎC¢½�h¡¯�C³EÌr�2³h°�Ê2��³h¬­���½�r¡¯�C³m�h¢6�}�}ÊC��� Ä
Þm¢£� �V�S�£�2��¬­���£����³h����¡Æ¤ �C £³V�h�t¤ §L�2�h�h¬¨¤}��§ Ã ÎC�C¬¨�£Î � ��¤]Í²������¢£�¦�}�2³h§¨ªì°=�}ªÉ����¡
ÓI =���½�� £¥ ¥t��¤]¢=���£¬¨¤ �SÌ�¢6� � æÆ�C³V� Ã g���¬­�h��� � ��³hÎ Ã�
 �C³h°£��� ���£°��z¬¨³���¤��£³h�\Ç
�,���h� °����"³V� �£§­��¤ �r�h¢£��¤ �C¥¦¥� 6���2��¬®ÊC�m��§¨ÎC� � ³�����¡,¢=��¥¦¬­§®���C�£¬­����¥¦� ¤]¢£���£¬­¤�� � ª��¢£���£���ÉÇÁ¤��C¥t¥� 6�]�2�h¬¨Ê����C�£���
ÊC��³��h¢£��g~� ¬¨�h� � � � ³VÎ���§¨ÎC� � ³��/â c Ã Y`å a �V� �t��§­�V�
â9)��\å bcÄ�Þm¢£�����£�£³V�½��¤]¢���¡6�E�]��³&�6³h�«°£ £¤��h�&Ìr���4¬¨�I�h³h�«°£ £¤�� °"¬­�Q��¢6��¥t�C³V��ÎC� �6� ³��2§
¤ �C�½�h�c©«����¡«�Vª«¥t�6§­� ¤c��¬¨¤3¥S�2�£¬¨¡¯�C§¨°£� � ªQær�}ªC� �«Ç��9§­�2���2Ç��=³h�C�£�V°=��§�Çi�&¬­¤]¢£�6� ³h�
Ì�¬¨¤��cÇ
d ����³h�£¢6� ¬­¥¦� ³�âsã\å a �V� �¦��§­�V�²â +2å�bqÄ�Þm¢6�¦§¨¬­�£Í � ���ÁÌ�� ��� � ����¢/���6�£³h�½�2¤]¢£� ��ÌÆ���
³h�qÇÁ�£¢£³h���h��°�¬¨�½����¥t�«°£��³h������³h¥¦¬­�£�C§¨�CÎ�ª � ª��z��§­¬­Î��£��â 
 åaÄ

)CÄsãÉÄ �(:5; J�L5M�D�OI?BACM�O�?BR	D��NGIR	E��S;�� T�� ��¤ �C�£�V¬­°£��³S��¢6�ì¡¯�C§­§¨�`Ì�¬¨�£Îê�£³h� � Ç§­��¥�Ð
�&���

A � ����Ó« £���½��¬­�h�2��¬¨�C�²��¡��n³h¬¨�£Î
B

���£°/§¨���
f1, . . . , fk � �j� §¨� ¥¦� �½���Q¬¨�

��¢£�t³h¬¨�£Î
B

Ä! ��£°6� ³�Ì�¢6¬­¤]¢Ø¤ ���£°£¬¨�h¬­�C�ê¤}�2�ßÌÆ�SÅ£�£°vÙ]Ú\ÂjÂjÜ«·+´�¶«¹¦� §­��¥t���½���
F1, . . . , Fk

¬­�
A

�V £¤]¢��h¢=�2�
Fi = fi mod ~

Ö
ËÁ���V £¤]¢j���V¬¨�h =�2��¬¨�C� Ã Ì��r¤}��§¨§

F1, . . . , Fk
� e Ü6»�¶=·+´­¿ »�·o´aÚ\¶z��¡

f1, . . . , fk
Ä"�=³h�C¥

��¢£�z�,�C¬¨�½�Æ��¡&Ê«¬¨��Ìë��¡4�=��¬®ÊC��ÓI =�2�I�h £¥ ¥¦� ¤]¢£���£¬­¤�� Ã ��¢£¬¨��Ì��C £§­°�¥¦�}�2�n¬¨¡&¬®�r¬¨�
�,���h�h¬ � §­�����¦¥t� ���h £³V�Q�h¬¨¥� £§¨�����£���C £�h§®ªS�h¢£�QÓI =���½��¬®��¬­���

F1, . . . , Fk
Ä

Þm¢£� ³V�z¬¨�Æ���S� � ÊÉ¬¨�C £��� � �V�h³h £¤c��¬¨�C�t�h���?� ³V¡¯��³h¥á��ÓI =���½�h¬­���\��¬­���S��¡
f1, . . . , fk��¢=�\�mÌÆ�"�h¢£��§­§&�£�
Ì �c©É�£§L�2¬­�	Ä

Þm¢£�j¤}�2�£�C�£¬¨¤}��§��£³h� & � ¤��h¬­�C� σ : A −→ A/~A = B
¬­��¤ ��§­§¨� °��h¢£��é?ºq´�¶�Ùc´sé6»�¾

¿cÀ2Â¦¼cÚ\¾àÄ�Þm¢£�t³h���h £§®����¡m¤��C¥¦¥� 6��¬¨�£Î��ÁÌÆ�ì��§­��¥t���I�h�
F,G ∈ A

¬­��°£¬¨Ê«¬­�V¬ � §¨�
� ª ~

���£°µ¬¨�h��¤ §­���h�
mod ~

2 �C�6§¨ª7°£� �?� �£°6�t�C�ß�h¢£���Vª«¥ � �C§¨� f = σ(F )���£°
g = σ(G)

Ä�ËÁ���h¢£¬­�mÌÆ�
ª Ã ���£�"� � �]�2¬­�£�~�jÌÆ��§­§®Çx°£��Å£�£� °�Ï(�C¬¨�h�V�C�ì��§¨ÎC� � ³���V�h³h £¤c�� £³V�
{−,−}

�C�
B � ª��£ É�h��¬¨�£Î

{f, g} :=
1

~
[F,G] mod ~

ç~��¤}��§¨§���¢£�2�&��¢£¬¨�&¥t� ���£�&��¢£�2�&��¢£¬¨� � ³��2¤]Í����(���\��¬­�EÅ=� �&�h¢£� 
 ��¤ � � ¬®ÇÁ¬¨°£� �½�h¬¨�Áªz���£°
¬­�9�z°£� ³V¬¨Ê2�2�h¬­�C���C�

B
¬¨� � �2��¢�Ê2��³V¬L� � §¨� ��Ä"�=�C³4��¢£��g���¬­�h��� � ��³hÎQÓI =���½��¬¨���2�h¬­�C� ÃÌÆ�"ÎC�c����¢£�"�V�����£°=�2³h°�¡¯�C³h¥� 6§L�

{f, g} =

n∑

i=1

∂pi
f∂qig − ∂qif∂pi

g.
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��������	����������������
�
��������! "���# �$%�
�=�C³9��¢6���2�£�VÌ�� ³����Q�C 6³�ÓI £���V�h¬­�C�j��� � ���,�C�V¬¨�h¬¨ÊC� Ã ÌÆ���£��� °���¢=�\����¢£�~Ï(��¬­�h�V�C�
� ³��2¤]Í����h���2¡(�h¢£�

fi
� �mÊ2���£¬­�V¢	Ä�Þm¢£¬­� &  6�V��¬®Å=� �m�h¢£�Q¡¯�C§­§¨�`Ì�¬¨�£Î�°£�cÅ=�£¬®��¬­���	Ä

�(0��£���(�L�4���9�3)���Òµ¤ ��§­§­��¤��h¬­�C�Q��¡É� §¨� ¥¦� �½���
f = (f1, . . . , fk)

��¡£��Ï��C¬­�V�h�C����§®Ç
ÎC� � ³�� B ¬­��¤}�2§­§­��°�����´�¶���Ú\¾àÜÉ·o´	��¸r¿cÀ
¿c·i¸cÂë¬¨¡��h¢£��� §¨� ¥¦� �½����Ï��C¬­�V�h�C�ÉÇx¤ �C¥¦¥� 6�h�
�=��¬¨³VÌ�¬­�V��Ä

  £³mÓI £� �E��¬­����¤ ��� � �"¥S�2°£�Q¥t��³h���£³V� ¤�¬­�h�2Ð
�&���

A � ���²ÓI =���½��¬¨���2�h¬­�C�µ��¡��/³V¬­�£Î
B

���£° §­�c�
f = (f1, . . . , fk) � �����

¬­�½ÊC��§­ 6�h¬¨ÊC���Vª«�V�h� ¥ ¬­�²�h¢£��³h¬­�6Î
B
Ä  ��6°£� ³QÌ�¢£¬¨¤]¢7¤��C�£°£¬®��¬­���£��¤ ���êÌ��jÅ=�£°

¤ �C¥¦¥� 6�h¬­�£Î�� §­��¥t���½���
F1, . . . , Fk

¬­�
A

�h 6¤]¢���¢£�2�
Fi = fi mod ~

Ö
� ���V¢=��§­§��£³h�
Ê«¬­°£���2�����6�VÌ�� ³��C�£§¨ª�¡¯�C³&¬­�½�h� ÎC³h� � §­�9�Vª«�V�h� ¥�Ä �=�C³	��¢6���Eª«¥t�£§¨� ¤qÇ
��¬¨¤�¤}���V� Ã Ì��"¥t� ������¢£��¡¯�C§¨§­�
Ì�¬­�6Î£Ä9Þm¢£�"¤]¢£��¬­¤ �Q�2¡(��§­��¥t���I�h�

f1, . . . , fk ∈ Ba ¬¨�IÊ��C§­ É��¬¨Ê����C³m�£�2� b�¬¨�£°£ £¤�� ��¬­�
B

��[
[[t]] :=

[
[[t1, . . . , tk]]

Çi��§¨ÎC� � ³h���V�h³h £¤qÇ
�� £³V�Q�C�

B
°£�cÅ=�£��° � ª

tim := fim.
�(0��£���(�L�4���9� ã���Ò�� ¬­�½ÊC��§­ 6�h¬¨ÊC� �Vª«�V�h� ¥

f = (f1, . . . , fn), fi ∈ R =± [q1, . . . , qn, p1, . . . , pn]
¬­��¤}�2§­§­��°����7´�¶=·Á¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸�¿cÀ
¿c·i¸cÂ ¬¨¡3¬®��°£��Å£�£� �z� W��\�

[
[[t]]

Çi��§¨ÎC� � ³��6Ä
� ��Ì�¬¨§­§�¡¯��³h¥� £§­�2���n�/�V 
�¦¤ ¬¨� �½�¦¤ �C�£°6¬¨��¬¨�C�ß¡¯�C³��h¢£��Ó« £���½��¬­�h�2��¬¨�C�µ��¡�¬­�½���qÇ
ÎC³�� � §­���Eª«�V����¥t��Ä
)CÄ c Ä �(:5;���R � �"�S;��

C ·
f

T �&�c�
B � �z��¤ �C¥¦¥� 6���2��¬®ÊC�~Ï(�C¬¨�h�V�C����§¨ÎC� � ³h���
Ê�� ³

�"Å£� §­°>[����£°t§­�c�
f = (f1, . . . , fk) � �~���t¬¨�½ÊC�C§¨ 6��¬®ÊC���Vª«�V�h� ¥�Ä��Æ�C�£�V¬­°£��³��h¢£�

¤ �C¥¦�£§¨�c©nÌ�¬®��¢�����³h¥¦�

C0
f = B, Cp

f :=

p∧
Bk

���£°���¢6��[=ÇÁ§¨¬­�£� ��³r°£¬®Ý���³h���I�h¬L��§
δ : Cp

f −→ Cp+1
f

¬¨�m°£��Å£�£� ° � ª

δ(mv) =

k∑

j=1

{fj, m}v ∧ ej,

Ì�¢£� ³V�
e1 = (1, 0, . . . , 0) Ã Ä�Ä Ä Ã ek = (0, . . . , 0, 1)

°£���£���h� ����¢6�n¤}���6�C�£¬­¤ ��§
� ���V¬­�m¬­�

Bk Ã v ∈ ∧pBk ���£°
m ∈ B

Ä
�����h���h¢=�2����¢£��°£¬¨Ý,� ³V� �½��¬­��§4¬­���h¢£��¤��C¥¦�£§­�q©

(C ·
f , δ)

¬¨� [
[t]

Çx§­¬­�6�}��³����£°ì�6���
B
ÇÁ§¨¬­�£� ��³ Ä�Òz�Æ��³h���h £§®� Ã ��¢£�z� � �`Ê��z¤��C¢£�C¥¦�C§­��Î�ªjÎC³V�C £�£��¢=�}ÊC�z�h¢£�z�E��³V £¤��h £³h�

��¡ [
[t]

Çx¥t�«°£ £§¨� �r°6��Å=�£��° � ª
ti[m] := [fim]Ì�¢£� ³V�

[m]
°£���£���h� ����¢£��¤��C¢£�C¥¦�C§­��Î�ª ¤�§L���V����¡���¢£��¤ � � �C 6�£°=��³Eª m

ÄØÞm¢£�
¤ �C¢6�C¥t��§­�CÎ�ª¦¥¦�É°6 £§­���2¡(�h¢£�"¤ �C¥¦�£§­�q©

(C ·
f , δ)

Ì�¬¨§­§ � �"°£���£������° � ª Hp(f)
Ä




�� ���C� ��
"���X�������������� "��� � �� �$@����������� �  �� �

)CÄ 
 Ä ��O M�O�; �K;#D�O3R���OI:5; OI:5;%R8G ; � T Þm¢6��¥S��¬¨�ß³h���h £§®����¡~��¢£¬¨���=���?� ³j¬¨�
��¢£�Q¡¯�C§¨§­�
Ì�¬­�6Î���¢6� �C³V� ¥�Ä
,/.10��3�5087 )����4¸c·

f = (f1, . . . , fn), fi ∈ R = ± [q1, . . . , qn, p1, . . . , pn]¼c¸S»�¶ß´�¶=·Á¸a¹�ºh»½¼ ¾­¸j¿cÀ
¿c·Á¸cÂ����S^�·
	=¸¦ÂSÚCV�ÜÉ¾­¸
H2(f)

´­¿¦·iÚ\º�¿c´aÚ\¶�^qº�¸]¸¦·
	=¸c¶Ø·�	=¸
´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸�¿cÀ
¿c·i¸cÂ

f
´­¿ e Ü£»�¶=·o´­¿ »½¼ ¾­¸
��´��o¸����&·
	=¸cº]¸�¸��C´­¿c·�¿�Ù]Ú\ÂjÂjÜ«·o´�¶«¹�¸c¾­¸cÂS¸c¶=·¯¿

F1, . . . , Fn ∈ Q = R[[~]]
¿cÜ�Ù
	�·
	6»�·

Fi = fi (mod ~)
�

Òz�=�2§­�CÎC�� £�9³V� �h 6§¨����¢6�C§­°�¡¯�C³(��¢£��³h¬¨�£ÎC�
Ran, R∞,Γ(U,OT ∗ � n),Γ(U,C∞

T ∗ � n) Ã¬¨¡ÉÌÆ�m�2�h�h 6¥t�Æ�h¢=�2����¢£�Æ¥S���
f
�h�2��¬¨�VÅ=���9��¢6�

af
Çx¤ �C�6°£¬¨�h¬­�C�¦â*)��2å+Ä9Þm¢£�r¥¦�«°£ £§­�

H2(f)
¬¨�3���C³V�h¬­����¡¯³V� �m¬¨�t�2§­§6¤ ���h����ÍI�£�
Ì������Q��¢6���2 6��¢£��³h� Ã �h¢£¬­�3Ì�¬¨§­§ � ���=��³E�

��¡9�j¡¯��³V��¢6¤ �C¥¦¬­�£Î��=���?� ³ Ä

ãÉÄ������ 7 4���� ���%4�6I6I086�4(�����4�������«��������4����� �6
�4�����	�4���3�16
ãÉÄ9)CÄ � R�:5R �KR �BR8H	? ��M � R8E�A!O�G L � OI?SR	D O�R J�LNM"D�OI?BACM�OI?SR	D]T �&�c�7 6�ê¤��C¥¦�
� ��¤]Íj������¢£��ÎC� �6� ³��2§,�£³V� � §¨� ¥e��¡&ÓI =�2�I�h¬­�V¬­�£Î����n¬­�½Ê��C§­ 6�h¬¨Ê����EªÉ�E����¥ ÎC¬®ÊC�����
ÓI =���½��¬¨���2�h¬­�C�

A
��¡9�j³h¬­�6Î

B
Ä

� ��¢=�}Ê����V� � �¦��¢=�\�Æ�"ÓI =���½��¬¨���2�h¬­�C�j�2¡
B

¬­�£°£ 6¤ � ���"Ï(�C¬¨�h�V�C�t��§­ÎC� � ³��Q�E��³h 6¤cÇ
�� £³V���C�Ø¬¨� Ä7Þm¢6�3[

[[~]]
Çi��§¨ÎC� � ³h� A ¬­��¬¨���V� §®¡~�µ¶�Ú\¶=ÛhÙ]Ú\ÂjÂjÜ«·a»�·+´	��¸�Ï��C¬­�V�h�C�

��§­Î�� � ³h� Ã �h¢£��Ï(�C¬¨�h�h��� � ³h��¤]Í��c� � � ¬¨�£Î�°£��Å£�£� ° � ªS��¢£�Q¡¯�C³V¥� £§L�

{F,G} =
1

~
[F,G].

ËÁ��¡o��¤c� Ã ��¢£���6�C�ÉÇÁ¤��C¥¦¥� 6�]�\��¬¨Ê�����§­ÎC� � ³��2��� � �]��¬¨�£� ° � ª�¢£¬¨ÎC¢£� ³��C³h°6� ³��h³h £�«Ç
¤}�2�h¬­�C�6�

Al := A/~l+1A, l ≥ 0��§­�V�/��°£¥¦¬¨��Ï(�C¬¨�h�h���Ñ��§¨ÎC� � ³��ì�V�h³h £¤c�� £³V� ��Ä Þm¢6��Ï��C¬­�V�h�C� � ³h��¤]Í��c�S¬¨�
Al

¬¨�
°£��Å£�£� ° � ª

{σl(F ), σl(G)} = σl(
1

~
[F,G])

Ì�¢£� ³V�
σl : A −→ Al

°6� �£���h� ����¢£��¤}�2�£�C�£¬¨¤}��§��£³V� & � ¤c��¬¨�C�	ÄSËÁ�ê��¢£���V� ÓI £� § ÃÌÆ��� �  £�h¬®ÊC� §®ª�°£���£�����Q�h¢£� �V��°£¬®Ý���³h���I��Ï��C¬­�V�h�C� � ³��2¤]Í����h��¬¨����¢£�"���2¥t��ÌÆ�}ªCÄ
�=³h�C¥á��¢£�_W��2�h�£� �V���£³h�C�?� ³E�Áª Ã �C�£�Q� � �]��¬¨�£�m�c©6��¤c�z�V� ÓI £���£¤ ���

0 // B // Al+1
// Al // 0

¬­�£°6 £¤ ��° � ªn�h¢£�"¬­°£���I�h¬¨Å=¤ �2��¬¨�C�

~
l+1Al+1 ≈ B~

l+1/~l+2 ≈ B.
� �QÌ�¬¨§­§� 6�h�Q��¢£¬¨�m¬­°£���½��¬¨Å£¤}�2�h¬­�C�nÌ�¬®��¢£�C É�m¡¯ £³V�h¢£� ³�¥¦� �½��¬¨�C�	Ä
� �r�h³Vª�¤ �C�£�E��³V £¤���ÓI =���½��¬¨���2�h¬­�C�6����¡,����¬­�½ÊC�C§¨ 6��¬®ÊC�m�EªÉ�E����¥

f = (f1, . . . , fk)�C³h°6� ³r¡¯�C³m�C³V°£� ³�¬¨�
~
Ä
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�(0��£���(�L�4���9� c �mÒ��

l
ÇÁ§­¬®¡���¬¨�£Î��2¡~���ß¬­�½Ê��C§­ 6�h¬¨Ê��S�Vª«�E��� ¥

f = (f1, . . . , fk) Ã
fi ∈ B

¬¨����¤��C§­§¨� ¤��h¬­�C����¡	Ï��C¬­�V�h�C�¦¤ ��¥t¥� É��¬­�6ÎQ� §­��¥t���½���
F = (F1, . . . , Fk) Ã

Fi ∈ Al Ã �h £¤]¢���¢=�2���h¢£�"�£³h¬¨�£¤ ¬¨�=��§��Eª«¥ � ��§&��¡ Fi ¬­� fi Ä
�Æ�C�£�V¬­°£��³����µ��³ � ¬¨��³h��³Vª l

ÇÁ§¨¬¨¡���¬¨�£Î
F

��¡~�C £³�¬¨�½ÊC�C§¨ 6��¬®ÊC��¥t���£�£¬¨�£Î
f
ÄêÞ(��Í��

���½ªê� §­��¥t���½���
G1, . . . , Gk ∈ Al+1

Ì�¢£¬¨¤]¢Ø�£³h� & � ¤������
F1, . . . , Fk

Ä�Òz���h¢£�
Fi
� �~Ï(��¬­�h�V�C��¤ �C¥¦¥� 6�h�Q¬­�

Al Ã Ì���¢£�
Ê��
{Gi, Gj} = χij~

l+1

�r������� 6`�L�4���3� )��
a )Ib�� 	=¸²¸c¾­¸cÂS¸c¶=·

χ(G) :=
∑
χijei ∧ ej

V«¸���¶�¸]¿�»��½ÛhÙ]Ú
ÙcÀ½Ùc¾­¸�´�¶ ·�	=¸
Ù]Ú\Âzé?¾­¸��

C ·
f

�
a ã�bt´�·�¿�Ù]Ú�	=Ú\ÂSÚ\¾­Úh¹�À�Ùc¾®»\¿]¿

χ(G)
V«¸Áé=¸c¶	V\¿tÚ\¶=¾àÀ/Ú\¶ß·
	=¸

l
ÛÁ¾à´ ^q·+´�¶«¹

F
»�¶	V

¶�Ú\·mÚ\¶ì·�	=¸jÙ
	=Ú\´aÙ]¸�Ú ^
G
�

��º]Ú
Ú ^ � � ³h¬®���
χ(G) =

∑

i,j≥0

χijei ∧ ej, χij ∈ B

Ì�¬¨�h¢
~
l+1χij = {Gi, Gj}

Ä
� �"¢=�}Ê��

δχ(G) =
∑

i,j,l≥0

vijlei ∧ ej ∧ el

Ì�¬¨�h¢
~
l+1vijl = ~

l+1{χij, fl} = {{Gi, Gj}, Gl}
Ä Þm¢£� ³V��¡¯�C³V���h¢£� 
 ��¤ � � ¬¬­°£���½��¬¨�Áª ¬¨¥t�£§¨¬­���¦�h¢=�2�

vijl + vlij + vjli = 0
Ä Þm¢£¬¨�n�£³h�
Ê�� ����¢=�\�

χ
¬¨���

¤ �«¤�ª«¤ §¨��Ä
���
Ì Ã �]�2Í��

G̃1, . . . , G̃k ∈ Al+1

Ì�¢£¬¨¤]¢ ��§­�V�7�6³h� & ��¤��n�h�
F1, . . . , Fl Ã ��¢6� �

G̃j = Gj + ~
l+1mj

¡¯�C³Q�h��¥t�
m1, . . . , mk ∈ B

Ä �Æ���£�h¬¨°£� ³Q��¢6�nã`Çx¤ �«¤�ª«¤ §¨�
χ(G̃) =

∑
χ̃ijei ∧ ej

�2�h�h�«¤ ¬­�2����°����
G̃
Ä 
 �6�"�h¢£� ��¢=����Ð

{Gi + ~
l+1mi, Gj + ~

l+1mj} = χij~
l+1 + ~

l+1({fi, mj}+ {mi, fj}).
� ��ÎC�c�t�h¢£��� ÓI =��§¨¬¨�Áª

χ(G̃) = χ(G) + δ(m)
Ì�¢£� ³V�

m =
∑k

i=1miei =
(m1, . . . , mk) Ã ��¢£��³h��¡¯��³h����¢6�Q¤ �C¢£��¥t�C§¨�CÎ�ª�¤�§L���V�m��¡

χ(G)
°£� �?���£°£���C�£§®ªS�C�

F
���£°��£�2�����

G
Ä�Þm¢£¬¨�m¤ �C�£¤�§­ £°6� ����¢£�"�£³V�É��¡���¡���¢6���6³h�C�?�C�h¬®��¬¨�C�	Ä

�

�(0��£���(�L�4���9� 
 ��Þm¢£��¤��C¢£�C¥¦�C§¨�CÎ�ª�¤�§L���V�
χF := [χ(G)] ∈ H2(f)

¬¨�z¤}�2§­§­��°
��¢£�t»�¶�Ú\Â¦»�¾àÀnÙc¾®»\¿]¿Æ���h�V�É¤�¬L�2�h� °����j��¢6�

l
Çx§­¬¨¡��h¬­�£Î

F
Ä

d  £¥¦¥t¬¨�£Î� £���C £³m¤��C�£�E��³h 6¤���¬¨�C���C�£�"¢=���m��¢6�"¡¯��§­§­�
Ì�¬¨�£Î�³V� �h 6§¨�}Ä
�r������� 6`�L�4���3�ìã
� ��¸c·

f = (f1, . . . , fk)
¼c¸�»�¶�´�¶���Ú\¾àÜ«·+´	��¸�Â¦»cé �
	z¶

l
ÛÁ¾à´ ^q·o´�¶«¹

F = (F1, . . . , Fk)
�
Fi ∈ Al

Ú ^
f

¸��C·Á¸c¶	V\¿"·ÁÚS»�¶
(l + 1)

ÛÁ¾à´ ^q·o´�¶«¹t´ ^�»�¶	V�Ú\¶=¾àÀ
´ ^Q·
	=¸�»�¶�Ú\Â¦»�¾àÀ�Ùc¾®»\¿]¿

χF ∈ H
2(f)

�\»�¶=´­¿
	=¸]¿��




�� ���C� ��
"���X�������������� "��� � �� �$@����������� �  �� �

��º]Ú
Ú ^ �3Þ(��Í��
G1, . . . , Gk ∈ Al+1

Ì�¢£¬­¤]¢ì�6³h� & ��¤����h�
F1, . . . , Fk ∈ Al

Ä�Þm¢£�
���£�C¥t��§®ª�¤ §­���h�

χF ∈ H
2(f)

Ê2���6¬­�h¢6� � Ã ��¢I £�9�h¢£� ³V�Æ�q©6¬¨�V�h�
m ∈ Rn �V £¤]¢���¢=�\�

χ(G) = δm
Ì�¬¨��¢

m =
∑
miei = (m1, . . . , mk)

Ä�Þm¢£��¥t���
G− ~

l+1m
¬¨�

���
(l + 1)

ÇÁ§¨¬¨¡��h¬­�£Î���¡
f
Ä

�Æ�C�½ÊC��³h�h��§¨ªt���V�h £¥¦���h¢=�2����¢£�
l
ÇÁ§¨¬¨¡���¬¨�£Î

F
��°£¥¦¬¨�h�����

(l+1)
ÇÁ§¨¬¨¡���¬¨�£Î

G Ã �h¢£� �
χ(G) = 0

���£°���¡¯�C³V�h¬­�C³V¬�¬®���m¤ ��¢£�C¥¦�C§­�CÎ2ªt¤�§L���V�mÊ��2�£¬­�V¢£� ��Ä
�

ãÉÄsãÉÄ � ; �BM@OI?BR	D���?�OI: OI:N;��5;"��:NM�� ��R � �"�S;��FT �Æ���£�h¬¨°£� ³&��¢6��¤}���V�3Ì�¢£� ³V�
f = (f1, . . . , fn)

¬­���2��¬¨�I�h� ÎC³h� � §¨���Vª«�V�h� ¥�¬¨���h¢£�"³h¬¨�£Î
R = ± [q, p]

Ä
Þm¢£��³h¬­�6Î

R
¢=���t�

T = ± [t]
Çx¥t�«°£ £§¨���V�h³h £¤c�� £³V��°£�cÅ=�£� ° � ª tia := fia Ã

a ∈ R
ÄzÞm¢£��°6�jç~¢£��¥ ¤ �C¥¦�£§­�q©

Ω·
R/T

¬­�z°6��Å=�£��° � ª Ω0
R/T = R Ã Ω1

R/T =

Ω1
R/f

∗Ω1
T Ã Ωk

R/T =
∧k Ω1

R/T

���6°ß��¢£��°£¬®Ý���³h���I�h¬L��§�¬­����¢£�� 6�h =��§Æ�c©«����³h¬­��³
°£¬¨Ý,� ³V� �½��¬­��§aÄ
Òz����§­� ¥¦� �½����¡

Ωk
R/T

¬¨�m������§­Î�� � ³h��¬­¤ k Ça¡¯�C³h¥á¬­�n�h¢£�
q, p

Ê��2³h¬L� � §­���Æ°£�cÅ=�£� °
¥t�«°£ £§¨��¡¯�C³V¥t�m��¡���¢6�"�Áª«�?�

df1 ∧ α1 + · · ·+ dfn ∧ αn
Ð

Ωk
R/T := Ωk

R/f
∗Ω1

T ∧ Ωk−1
R , for k > 0, Ω0

R/T = R.
� �"�V¢£�
Ì ��¢6���q©É¬­�V�h� �£¤����2¡9¥t���£�£¬¨�£Îj��¡(¤ �C¥¦�£§¨�c©É� �

(Ω·
R/T , d) −→ (C ·

f , δ).Þm¢£�"¬­�½����³h¬¨�C³r�£³V�É°£ 6¤��
v 7→ ivω��¡4��Ê�� ¤c���C³ÆÅ£� §­°

v
Ì�¬®��¢¦��¢£���Eª«¥t�£§¨� ¤c��¬­¤~¡¯�C³h¥

ω =
∑n

i=1 dqi ∧ dpi
¬­�6°£ £¤ ���

����¬­�V�C¥¦�C³h�£¢6¬­�h¥ � ���ÁÌ�� �����h¢£�Q�h�=�2¤ �Q��¡��C�£�qÇx¡¯�C³V¥t�
Ω1
R

���£°n�h¢=�2�m��¡4Ê�� ¤��h�C³
Å=� §¨°£�

Der (R,R)
Ä3Ëx¡&��¢£�~¡¯�C³h¥e¬¨��¤�§­�C�V� °S�h¢£� �n�h¢£�z¤��C³h³V� �V�,�C�6°£¬­�£Î�ÊC��¤�����³r¬­�

¤}��§¨§­��°ê¾­Ú
Ùh»�¾�¾àÀ 	6»�Âj´�¾à·ÁÚ\¶=´o»�¶ Ã ¬¨¡���¢6���C�6�cÇx¡¯��³h¥ ¬¨���c©6��¤���¬¨��¬¨��¤}��§¨§­� °�� 	6»�Âj´�¾àÛ
·iÚ\¶=´o»�¶ ��¸]Ùc·iÚ\º �r¸c¾9V�Ä
Þm¢£� 	6»�Âj´�¾à·ÁÚ\¶=´o»�¶ ��¸]Ùc·ÁÚ\º �r¸c¾9V »\¿]¿
Ú
Ùc´o»�·i¸ Vß·ÁÚ »�^qÜÉ¶�Ùc·o´aÚ\¶

H
¬­�S�h¢£�ìÅ=� §¨°

���h�V�É¤�¬L�2�h� °����
dH Ã ¬¨�m¬¨�~Î�¬¨ÊC��� � ª��h¢£�Q¡¯�C³h¥� £§L�

n∑

i=1

∂pi
H∂qi − ∂qiH∂pi

.

�z� �6����� � ª v1, . . . , vn
�h¢£�Ø¢=��¥¦¬­§®���C�6¬L��� ÊC��¤��h�C³²Å=� §¨°£�ì��¡���¢6� ¡¯ £�£¤c��¬­���£�

f1, . . . , fn Ã ��¢£�"¥t���£�£¬¨�£Î
Ω1
R/T −→ C1

f , α 7→ (iv1α, . . . , ivn
α)¬­�£°6 £¤ �����j¥t���£�£¬¨�£Î

ϕk :
k∧

Ω1
R/T = Ωk

R/T −→
k∧
C1
f = Ck

f .Ëx��¬­�3³V�}��°6¬­§¨ª�¤]¢£��¤]Í�� °t��¢=�2�9��¢£���h��¥S�2�£��¤ �C¥¦¥� 6�h�ÆÌ�¬¨�h¢�°£¬¨Ý,� ³V� �½��¬­��§­� Ã ��¢6� ³h�qÇ¡¯�C³h��Ì���ÎC���~�j¥t����¤ �C¥¦�£§­�q©É� �
ϕ· : (Ω·

R/T , d) −→ (C ·
f , δ)

Ä
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f = (f1, . . . , fn)¬­�£°6 £¤ �����j¥¦�C³h�6¢£¬­�V¥
f : M = Spec (R) = ± 2n −→ S = Spec (T ) = ± n.Þm¢£��³h��§L�2�h¬¨ÊC�m°6��ç�¢=��¥ ¤ �C¥¦�£§­�q©����6°��h¢£��¤ �C¥¦�£§¨�c©

C ·
f

¤}��� � ����¢ � �~�V¢£�}�\Å6Ç
Å=� °�����¤ ��¥t�£§¨�c©É� �

(C ·f , δ) Ã (Ω·
f , d)

���¦�h¢£�~� �¦�£���V�=��¤��
M

Ä�Ò��
M

¬­��� �¦�£� Ã��¢£��³h�"¬­���2��¬¨�h�C¥¦�C³V�£¢£¬­�V¥
H2(f) ≈

� 2( ± 2n, C ·f)¬­�£°6 £¤ ��° � ªj��¢6�~Ê2���£¬¨�h¢£¬¨�£Î"��¡	¢6¬­ÎC¢£��³�¤ �C¢6�C¥t��§­�CÎ�ª�ÎC³V�C £�£��¡¯�C³���¢£��¤��C¢£� ³V� �½�
�h¢£� �}ÊC� ��Ä
Þm¢£�/¥S�2�

ϕ· �2¡��h¢£�7�6³h��Ê«¬¨�C £���h  � �h� ¤c��¬¨�C�v�q©«��� �6°£���h���Ø¥t��� ��¡��h¢£� �2¡LÇ
¤ �C¥¦�£§¨�c©É� �Æ�h¢=�2�mÌ��"°£� �£�2��� � ªS�h¢£�Q����¥¦�Q�Vª«¥ � �C§+Ä�æ�ª��j°£¬¨³h��¤��m§¨�É¤ ��§�¤��C¥�Ç
�£ 6���2��¬¨�C� Ã Ì���ÎC���m�h¢£�Q¡¯�C§­§¨�`Ì�¬¨�£Î�³V� �h 6§¨�}Ä
�r������� 6`�L�4���3� c � � 	=¸�Â¦»cé

ϕ· : (Ω·
f , d) −→ (C ·

f , δ)
´­¿�»�¶7´­¿
Ú\ÂSÚ\ºxé 	«´­¿cÂ

Ú ^z¿
	=¸h» ��¸]¿�»�·�·�	=¸Q¿cÂSÚ
Ú\·
	�é=Ú\´�¶=·�¿�Ú ^"·
	=¸�ÂSÚ\ºÁé 	«´­¿cÂ
f
�

Þm¢£��°£¬­³V� ¤��~¬¨¥S��Î��Q�h¢£� �2¡
f∗

±
M

¬¨�~¤��C�£�E��³h 6¤���¬ � §­�����6°�°£�cÅ=�£� �z� a ¥S�`©6¬¨¥S�2§�b
�	��³h¬¨�hÍI¬	�C�?� ���V  � �h�c� S ′ �
ÊC��³�Ì�¢6¬­¤]¢

f
¬¨�m�h¥¦�É���h¢����£°7â9)}ä2å

� k(S ′, f∗Ω
·
f ) ≈ ( 	 kf∗ ± X)|S′ ⊗OS′.Ï�³h�C�?�C�h¬®��¬¨�C� c ÎC¬¨Ê�� �~����¬­�V�C¥t��³h�£¢£¬¨�h¥

� k(S ′, f∗C
·
f ) ≈

� k(S ′, f∗Ω
·
f ).Þm¢£� ³V��¬¨�¦�ê¤]¢=�2¬­� ��¡�¥t���£� a Ì�¢6� ³h��ÌÆ�� £�V���h¢£���6���]�2�h¬­�C�

∼
¡¯�C³�¬¨�h�C¥¦�C³EÇ

�£¢£¬¨�h¥¦� b
Hk(f)

∼ //
� k(M, ± ·

f)
∼ // Γ(S, 	 kf∗C ·f ) EDBC

GF
r

��

Γ(S ′, 	 kf∗C ·f ) ∼ // Γ(S ′, 	 kf∗Ω·
f )

∼ // Γ(S ′, 	 kf∗ ± X)
Ì�¢£� ³V�

r
°£� �£�2��� �m�h¢£�"³h� �E��³V¬­¤��h¬­�C��Ä

�Æ�C�£¤�§­ £�V¬­�C�	Ð/Þ��Ø�}��¤]¢ ��§­��¥t���I�S��¡
Hk(f)

¬­�S���h�V�É¤�¬L�2�h�²� �h��¤��h¬­�C� ��¡Q�h¢£�
���C�?�C§¨�CÎC¬­¤ ��§�¤ �C¢6�C¥t��§­�CÎ�ª �  £�6°£§­� ⋃

Hk(f−1(s), ± ) −→ S ′ ÄÞm¢£��¬¨¥S��Î��~�2¡4�������6�C¥S�2§¨ª�¤ §­���h�
χF

Ì�¬­§¨§ � �Q��¤}��§¨§­� °���¢6�Q���h�V�É¤�¬L�2�h� °ì·ÁÚ]é=Ú\Û
¾­Úh¹�´aÙh»�¾&»�¶�Ú\Â¦»�¾àÀ\Ä

���I»�Âzé?¾­¸ ) �ÆÞ(��Í��
n = 1 Ã f = pq Ã �h¢£�S¤��C¥¦�£§­�q©6���

(C ·f , δ) Ã (Ω·
f , d)

¢=�}ÊC�
� �2��¢��ÁÌÆ������³h¥¦�

OM
d //

ϕ0=Id

��

Ω1
f

ϕ1

��

OM
δ // C1

f ≈ OM .
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Þm¢£�z¥t���
ϕ1 �h���£°£�Æ�h¢£���C�£�qÇx¡¯�C³V¥

pdq ∈ Ω1
R

�h���h¢£��¤ �«¤�ª«¤�§­�
pq ∈ C1

f

Ä3Þm¢£�
�h��¤���¬¨�C�Ø��¡~��¢£��¤��C¢£�C¥¦�C§¨�CÎ�ª �  £�£°6§­�����V�h�«¤ ¬L�\��� °ß�h�

pq ∈ C1
f

¬¨��� � ����¬­�£��°
� ª�³h� �E��³V¬­¤��h¬­�£Î���¢6��¤�§L���V����¡9��¢£�"¡¯�C³h¥

pdq
������¢£�"Å � ³V� �z�2¡

f
ÄrÞm¢6���V� ¤��h¬­�C�

���h�V�É¤�¬L�2�h� °ß�h�
1 = pq/pq ∈ C1

f

¬­��� � �]��¬¨�£� ° � ªß³h� �E��³V¬­¤��h¬­�£Î���¢£�n¤�§L���V�j��¡
��¢£��¡¯�C³h¥

pdq/pq = dq/q
���S�h¢£��Å � ³h� �Q�2¡

f
Ä�Þm¢£�j¤�§L���V�

[dq/q]
ÎC� �6� ³��\��� �

��¢£��Å=³h�E�Q°£�jç�¢=��¥ ¤��C¢£�C¥¦�C§­��Î�ª�ÎC³V�C £�ì��¡��h¢£��Å � ³h��Ì�¢£¬¨¤]¢ì¬­��¬­���h¢£¬­�~¤}�2�h�
�C�£��°6¬­¥¦� �£�V¬­�C�=�2§aÄ 
 ¡�¤ �C 6³h�h�¦���½ª�¥� £§¨�h¬­�£§¨�"��¡

[dq/q] Ã �h £¤]¢7���
[pdq] Ã �2§­�h�ÎC� �6� ³��\��� �n�h¢£¬­�SÎC³h�C 6�	Ä Þm¢£� ³V�²¬­�n�£�

H2(f)
ÎC³h�� £�í¡¯�C³

n = 1
���6°í��¢£�

�£³h� � §­��¥ ��¡(ÓI =���½��¬¨�h¬­�6Ît�2��¬¨�½��� Î�³�� � §¨�Q�Vª«�V�h� ¥�¬¨�m¬­����¢£¬¨�m¤}���V����¥t�É�ÁªCÄ
���I»�Âzé?¾­¸²ã �mÞ(��Í2�

n = 2
���£°

f1 = p1q1, f2 = p2q2
Ä�Þm¢£��¤��C¥¦�£§­�q©6���

(C ·f , δ) Ã (Ω·
f , d)

¢=�}ÊC� � ���h¢���¢£³V� �"��� ³V¥t�

OM
d //

ϕ0=Id

��

Ω1
f

ϕ1

��

d // Ω2
f

ϕ2

��

OM
δ // C1

f ≈ O
2
M

δ // C2
f ≈ OM .

Þm¢£��¥S���
ϕ1 �h���£°£����¢£���C�£�qÇx¡¯�C³V¥

p1dq1 ∈ Ω1
f

������¢£��¤ �«¤�ª«¤�§­�
(p1q1, 0) ∈ C1

f���£°
p2dq2

���
(0, p2q2)

ÄQÞm¢6�j�h� ¤c��¬¨�C�£����¡��h¢£��¤��C¢£�C¥¦�C§­��Î�ª �  £�£°6§­�j���V�h�«¤ ¬�Ç
�2����°��h�¦�h¢£��¤�� � �C £�£°=�2³h¬­��� (1, 0), (0, 1) ∈ C1

f

�2³h�"� � ����¬­�£��° � ª�³h���V�h³h¬­¤c��¬¨�£Î
��¢£��¤ ��¢£�C¥¦�C§­�CÎ2ªn¤ §­���h�V� ����¡3��¢6��¡¯�C³V¥t�

dq1/q1
�2�£°

dq2/q2
�h�t�h¢£��Å � ³h� ����¡

f
Ä"Þm¢£��¤ §­���h�V� �

[dq1/q1]
���£°

[dq2/q2]
ÎC���£� ³h�2�����h¢£��Å=³h�E�Q°£��ç�¢=��¥ ¤ �C¢£�\Ç

¥t��§­�CÎ�ª¦ÎC³V�C £����¡���¢£�QÅ � ³V�QÌ�¢£¬­¤]¢�¬­�m¬¨���h¢£¬­�m¤ ���h�"��¡(°£¬¨¥t���£�h¬¨�C�n�ÁÌÆ�6Ä
Þm¢£���h��¤���¬¨�C�"��¡«��¢£��¤ ��¢£�C¥¦�C§­�CÎ2ª �  £�£°£§¨�����h�V�É¤�¬L�2�h� °"���

(1, 0)∧(0, 1) ∈ C2
f

¬¨�
� � ����¬­�£��° � ª¦³h���V�h³h¬­¤c��¬¨�£Î��h¢£�z¤��C¢£�C¥¦�C§¨�CÎ�ª�¤�§L���V���2¡	��¢£��¡¯�C³V¥

dq1∧dq2/q1q2���²��¢6��Å � ³h� �¦��¡
f
Ä Þm¢£��¤��C³V³h� �V�,���£°£¬­�6Î7¤�§L���V�¦Î�� �£��³��2�h� ����¢£���h��¤ �C�£°�°£�

ç~¢£��¥ ¤��C¢£�C¥¦�C§­��Î�ªSÎ�³h�C £��Ì�¢£¬¨¤]¢�¬¨�m��¡(°£¬­¥¦� �£�V¬­�C� )�Ä
Þm¢£�ì¬¨�I�h� ÎC³h� � §¨���Vª«�E��� ¥

f = (f1, f2)
¬¨�SÓI =���½�h¬­��� � §­�ßÐ &  £�E�n�]��Í2�

F1 =
f1, F2 = f2

Ä � ���h����¬­�ß�h¢£¬­��Ê�� ³EªØ�h¬¨¥t�£§¨�S�q©£�2¥t�£§¨� Ã ��¢£�2����¢6��� � �V�h³h £¤qÇ��¬¨�C�S�V�=��¤ �Q¬¨�Æ�£���ÉÇ���� ³h� �  6�r�h¢£��¬­�½�h� ÎC³h� � §­�~�Vª«�E��� ¥ ¬­��Ó« £���½��¬­�h� � §¨��Ä�ËÁ�n¡o��¤c�
ÌÆ�tÌ�¬­§­§��V¢£�
Ì �h¢=�2�����½ª ���£�C¥t��§®ª/¤ §L�2�h���2�£°Ø¬­�ß�£��³V�h¬­¤  6§L��³����½ª7�h�C�?�C§­�CÎ�¬®Ç
¤}��§3���£�C¥t��§¨ª�Ê2���£¬¨�h¢£���Q�C�

C1
f

Ä�ËÁ�ê��§­§(�£�C�ÉÇa��³h¬®Ê«¬L��§��c©6��¥¦�£§­��Í«�6�`Ì��/�����h¢£�
�� 6�h¢£�C³h� Ã ��¢6��Î�³h�C £�

H2(f)
¬¨�m�£�C�ÉÇ � � ³V���


  £³r�V�h³��2�h� Î�ª¦Ì�¬­§¨§,¤��C�£�V¬­�V�r¬­���£³V�`Ê«¬¨�£Î���¢=�\�Æ�����,�C§¨�CÎC¬¨¤}��§?���£��¥S��§¨¬­����Ê2���£¬¨�h¢	Ä
Þm¢£¬­�(Ì�¬­§­§I�V¢£�
Ì��h¢=�2�9�h¢£�����£��¥S��§®ª"¤ §­���h�V� �����V�h�«¤ ¬­�2����°����Q���j¬¨�½��� Î�³�� � §¨���Eª«�EÇ
����¥e��³h�m�V £�£�?�C³V�h� °t�C�¦���£³V�C�?� ³��h  � �h�c�}Ä�ËÁ�t�£��³V�h¬­¤  6§L��³ Ã ¬¨¡���¢6�~¤��C¢£�C¥¦�C§¨�CÎ�ª
¥t�«°£ £§¨� �

H2(f)
�2³h�j���C³V�h¬¨�C�²¡¯³h� � Ã �h¢£� �/��¢6¬­�QÌ�¬­§¨§3�£³h�
Ê��¦�h¢£��Ó« £���½��¬­�h�2��¬¨�C�

� <É_+Ms|}MsPcU«gEP�NoThN4dmP�uzb2TÆ[cb
KxPqMsZ`TVf�b}uzKaPcY}MWZ`w�Prk®PqdrMsUWu�[qk=k�{\Z\gÁKaMW[�Z\N�[ck=K¯R,[~|�Pc_+MOPqb\UWThN
fl(x, y)

PqZ2f�Ka[�gE[cZ\N+Msf`TE_ÆK p T�MsZ K+TEw�_aPcb`UsT�N+u}NoK+TVd
(λ1, . . . , λn, fλ(x, y))

R&MlK p�� [�MsNaNo[�Z
NoK+_a{\gÁKa{`_aT

∂x ∧ ∂y

0
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ÊC����¢£��Ê2���£¬­�V¢£¬­�6Î²��¡z�h¢£�
���C�?�C§¨�CÎC¬­¤ ��§&¤ §­���h�V� ��¬®��¬¨���h 
�¦¤�¬­� �½�Q�h�n°£��¬¨�z¬­���h¢£�j���£��§¨ªI��¬¨¤��V���V��¬­�6Î£ÄQÞm¢£�
�£³h�«��¡?¬­� � ���h��°S�C�¦�"¤ �C¥¦�£§­�q©�Ê�� ³h�V¬­�C�¦��¡?��¢£���E�]���£°£��³h° ����³ � �C «©«Ç��"¬®ÊC���I����§®Ç
� ��¬­�£�E����¬­�����£°�Òz³V�£�C§¨°ÉÇi�&¬­�� 6Ê«¬­§­§¨�~�h¢£� ��³h� ¥¦��â9) Ã ) c Ã ) 
 Ã � Ã ã@)cåaÄ
ãÉÄ 
 Ä���� G M�� ? �5M � �KM ���1?PD5H	A T Þ��Q¤ �C�£¤�§­ £°6�Æ��¢£¬¨�9�V� ¤��h¬­�C�j§¨���9 £��¥t���½��¬­���j�
Å=�£¬®��� �6� �h��³h���h £§®�4¤ �C�6¤ � ³V�£¬­�6Î~�h¢£��¤ �C¥¦�£§­�q©

C ·
f

¬­�����=��§®ªI��¬­¤�Î�� �C¥¦���h³VªCÄ�Þm¢£���h�
³h���h £§®���mÌ�¬­§¨§	�£��� � �" £�V� °ì¬¨����¢£���h��Ó« 6� §aÄÆÒá¾®»
¹�ºV»�¶«¹�´o»�¶ �\»�ºq´a¸c·oÀ

L ⊂ M
�C�

�Q�Vª«¥t�6§­� ¤c��¬¨¤~¥t���£¬®¡¯�C§­°
M

¬­���"³h��°£ £¤�� °����£��§¨ªI��¬¨¤r�h�£��¤ ����¡��6 £³h�~°£¬­¥¦� �6�h¬­���
n

�h £¤]¢���¢=�\�~�h¢£�"�Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤�¡¯�C³h¥áÊ2���£¬­�V¢£� ���C���h¢£�"�h¥¦�É���h¢��=��³V���2¡
L
Ä

�(0��£���(�L�4���9� Y��4Ò ¢£�C§¨�C¥t��³h�£¢£¬¨¤�¥t���
f : M −→ S

¬­��¤}�2§­§­��°j����´�¶=·Á¸a¹�ºh»½¼ ¾­¸
¿cÀ`¿c·Á¸cÂ ¬¨¡�¬¨�h�rÅ � ³h���z�2³h�

n
Çx°£¬­¥¦� �£�V¬­�C�£��§,§­��ÎC³h���£ÎC¬­���SÊ2��³h¬¨���h¬­� ��Ä

ËÁ���=��³V�h¬­¤� £§L��³�¡¯�C³
M = T ∗ ± n ���£°

S = ± n ÌÆ��³V� ¤ �
Ê�� ³���¢£�m°£�cÅ=�£¬®��¬­���jÎC¬¨Ê�� �
¬­� d   � �h� ¤c��¬¨�C�K)CÄsãÉÄ�Ëx¡

f : M −→ S
¬­�~����¬­�½����ÎC³�� � §­�Q�Vª«�E��� ¥ Ã ��¢£��¥t�«°£ £§¨�

H0(f)
¬­�mÎ�� �£��³��2�h� ° � ªS��¢£�"¤ ��¥t�?�C�£���I�h����¡

f
Ð

{g ∈ OM (U), {f1, g} = · · · = {fk, g} = 0} = f−1OS(f(U)).
�(0��£���(�L�4���9� +���Ò é?À\ºh»�Âj´BV½»�¾~Â¦»cé

f = (f1, . . . , fk) : M −→ S
¬­���

�V�h³��2�h¬¨Å=��°ê¬¨�½ÊC�C§¨ 6��¬®ÊC��¥t���²�h 6¤]¢7��¢£�2�Q¡¯�C³"���½ªì¤�³h¬®��¬­¤ ��§9�?�C¬¨�I�
x

§¨ª«¬¨�£Î��C�ê�
�V�h³��2�h £¥

Xα Ã ��¢6�j¢=��¥¦¬­§¨�h�C�£¬­����Ê�� ¤��h�C³QÅ=� §¨°£�
v1, . . . , vk

��¡
f1, . . . , fk

ÎC¬¨Ê��
§­�«¤}��§,¤ �«�C³h°6¬­�=�2�h� ����³V�C £�£°

x
�C�

f−1(f(x)) ∩Xα Ã ¬aÄl��Ä®Ð
Tx(f

−1(f(x)) ∩Xα) = Span{v1(x), . . . , vk(x)}�2�~���½ª��?�C¬­�½�
x

��¡3�j�E��³��\�� £¥
S

¬­�£�V¬­°£���h¢£�"�h¬¨�£ÎC £§­��³r§­�«¤  6�m��¡3��Å � ³h��Ä
Þm¢£� ³V��¬­�"���=�2�h £³���§9�£����¬¨�C�²��¡Æ���V�]�2�£°=��³V°ê³V� �£³V� �V� �½�]�2�h¬¨Ê��S��¡���ÎC� ³V¥Õ��¡Æ�
�½ªÉ³h��¥¦¬­°=��§2¥S�2�£�£¬­�6ÎQÐ�¬®�4¬­�4�m�½ª«³���¥¦¬­°=�2§ d ����¬­�"³h���£³h���h���I���2��¬®ÊC�

f : M −→ S�h £¤]¢ì�h¢=�2����¢£��Å � ³h���Q��¡
f

�2³h����³��2�£�VÊ�� ³h�V�����S�h¢£� � �C £�6°=��³Vª���¡
M

�2�£°²��§¨§
�h�£¢6� ³h����¤�� �½��³V� °��2�m��¢£�"�C³V¬­ÎC¬¨����³h���h³����6�VÊC��³h�V�����j�h¢£�"�h�?� ¤ ¬­��§�Å � ³h�tâ
	
åaÄ
,/.10��3�5087 ã a â9)�	 Ã 	`å b � � 	=¸ V�´�º�¸]Ùc·�´�Â¦»
¹«¸�¿
	=¸h» ��¸]¿7Ú ^ì·
	=¸ßÙ]Ú\Âzé?¾­¸��

C ·
f»\¿]¿
Ú
Ùc´o»�·i¸ VS·ÁÚ�»n¿c·a»�¶	V½»�º V�º�¸Áé?º�¸]¿
¸c¶=·a»�·+´	��¸�Ú ^�»�é?À\ºV»�Âj´BV½»�¾&´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸ 	=Ú\¾­Ú\Û

ÂSÚ\ºxé 	«´aÙ~Â¦»cé½é?´�¶«¹j»�º]¸"Ù]Ú�	=¸cº�¸c¶=·�»�¶	V�·
	=¸�Â¦»cé½é?´�¶«¹¦Ú�¼ ·x»�´�¶�¸ V�¼ À�º�¸]¿c·oºc´aÙc·o´aÚ\¶
·iÚ¦·
	=¸�Ú\ºq´®¹�´�¶

( 	 kf∗C ·f )0 −→ Hk(f) = Hk(C ·f,0)´­¿�»�¶²´­¿
Ú\ÂSÚ\ºxé 	«´­¿cÂ��
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X
Ä��&�c�

Y ⊂ X � �t��¤�§­�C�V� °ß�2�ÉÇ
��§¨ªI�h¬­¤��h  � �h�=�2¤ �ì°£�cÅ=�£��° � ªÑ�2��¬¨°£�}��§m�V¢£�}�\¡

I
Äíç~��¤}��§¨§��h¢=�2����¢6��^}Ú\ºqÂ¦»�¾

Ù]Ú\Âzé?¾­¸c·+´aÚ\¶êÚ ^
X

»�¾­Ú\¶«¹
Y Ã °£� �6������° X̂Y

�C³~�h¬¨¥t�£§®ª
X̂ Ã ¬¨�m��¢£�"���C�?�C§¨�CÎC¬­¤ ��§

�h�=�2¤ �
Y

���CÎC�c��¢£��³mÌ�¬¨��¢��h¢£�"�h¢£� �2¡3��¡(¬­°6�}��§
OX̂Y

= OX̂ := lim←−OX/I
k.

� �"¤ ��§­§
Y

�h¢£��¿cÜ`é½é=Ú\ºq·&��¡
X̂

Ä
�(0��£���(�L�4���9� 	��(Ò ^}Ú\ºqÂ¦»�¾6¿cÀ\Âzé?¾­¸]Ùc·+´aÙ�Â¦»�¶=´ ^}Ú\¾9V

M̂
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�h¥¦�É�2��¢�¤��C¥¦�£§­�q©����=��§®ª«�h¬­¤�¥S�2�£¬¨¡¯�C§¨°
M

��§­�C�6Îz�z¤�§­�C�V� °��V¥t�«���h¢�§L�2ÎC³����6ÎC¬L���
�h  � ¥S���6¬¨¡¯�C§¨°

L ⊂M
Ä

Þm¢£���Eª«¥t�£§¨� ¤c��¬­¤��V�h³h £¤c�� £³V���C�
M

¬­�£°£ 6¤ � �z�S�Vª«¥¦�£§­��¤��h¬­¤��V��³V £¤��h £³h���C���h¢£�
¡¯�C³h¥t��§��Eª«¥t�£§¨� ¤c��¬­¤²�V�=��¤��

M̂
ÄáÞm¢£�7¡¯�C³V¥S�2§z�Vª«¥¦�£§­��¤��h¬­¤/¥S�2�£¬¨¡¯�C§¨°

M̂
¬¨�
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,/.10��3�5087 c � 	z¶=À
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´­¿Q¿cÀ\Âzé?¾­¸]Ùc·iÚ\ÂSÚ\ºxé 	«´aÙ"·ÁÚt·�	=¸]^}Ú\ºqÂ¦»�¾	¶�¸c´®¹ 	«Û
¼cÚ\ÜÉº 	=Ú
ÚCV�Ú ^�·�	=¸��\¸cº�Új¿
¸]Ùc·o´aÚ\¶ì·�	=¸jÙ]Ú\·a»�¶«¹«¸c¶=·�¼ ÜÉ¶	V6¾­¸

T ∗L −→ L
�

��º]Ú
Ú ^ � � ����°=���6�m�h¢£�"�£³h�«��¡(��¡ � ��¬­�£�E��� ¬¨�������C £³m¤��C�½���c©«��âsã#) åaÄ
Òz�

L
¬­��§L�2ÎC³����6ÎC¬L����¬¨�h���£�C³h¥t��§6���£°�¤ �������£ÎC���½� �  £�£°£§¨����³h�m¬¨�h�C¥¦�C³V�£¢£¬­¤2Ä(Ò��

��¢£�"¢£¬¨ÎC¢£��³m¤ �C¢£��¥t�C§¨�CÎ�ªSÎC³h�C 6�£����¡3��¤ ��¢£� ³V� �½�z�V¢£�}�\¡��C��� d �h� ¬¨��¥t���£¬®¡¯�C§­°
Ê2���£¬­�V¢ Ã ��¢£�����£��§¨ªI��¬¨¤��h�=�2¤ �

M̂
¬¨��¬¨�h�C¥¦�C³V�£¢£¬­¤�������¢£��¡¯�C³V¥S�2§��£��¬­ÎC¢ � �C £³h¢6�É�«°

T̂ ∗L
�2¡���¢£� ��� ³V���V� ¤c��¬­���ì¬­���h¢£�j¤ �2�]���£Î�� �½� �  £�6°£§­���2¡

L
â �2å+ÄQÞm¢£¬­�z¥t� ���£�

��¢=�\�m��¢£��³h�"�c©É¬­�E���~����¬­�V�C¥t��³h�£¢£¬¨�h¥
ψ

M̂
ψ // T̂ ∗L.

�z� �6����� � ª ω1

�h¢£��¬­¥t��ÎC�r��¡?��¢6�~�Eª«¥t�£§¨� ¤c��¬­¤r¡¯��³h¥ ¬¨�
M̂

 £�£°6� ³���¢£�~¬­�V�C¥¦�C³EÇ
�£¢£¬¨�h¥

ψ
���6° � ª ω1

��¢£���Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤�¡¯�C³h¥ �C�
T̂ ∗L

Ä � ��¬¨�I�h� ³V�,�C§­�2������¢£���h�
�ÁÌÆ�¦�Vª«¥¦�£§­��¤��h¬­¤�¡¯�C³V¥t�

ωt = (1− t)ω0 + tω1.� ���h¢£�
Ì ��¢£�2�Æ�h¢£��°£�c¡¯�C³h¥t�2��¬¨�C�¦��¡	��¢6���Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤z�E��³h 6¤��� 6³h�
ωt

¬¨����³V¬¨Ê«¬L�2§ Ã��¢=�\�j¬­� Ã ÌÆ���V�}��³V¤]¢Ñ�ì�C�6�cÇÁ�£��³���¥¦���h� ³�¡o��¥t¬¨§¨ª/��¡ � ¬¨¢£�C§¨�C¥t��³h�£¢£¬¨¤�¥S���6�
ϕt�h £¤]¢���¢=�\�

ϕ∗
tωt = 0.æ�ªµ°£¬®Ý���³h� �½�h¬L�2�h¬­�£Îì�h¢£¬­�¦� ÓI =�2�h¬­�C�µÌ�¬¨�h¢Ñ³V� �h�?� ¤c�t�h�

t
�2�£°í��¤c��¬¨�£Î � ªµ�h¢£�

¬­�½ÊC��³h�V����¡���¢6��¥t���
ϕ∗
t Ã ÌÆ��ÎC���m�h¢£�"� ÓI =�2�h¬­�C�

a )Ib
Lvt

ωt + ∂tωt = 0
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¬¨¡¯�C§¨°
L
Ä

� �����V�h��³V����¢=�\�m��¢£��ã`Ça¡¯�C³h¥
∂tωt

¬­�m�q©£�2¤��}Ä
Þm¢£� ³V�"¬­������¬­�V�C¥t��³h�£¢£¬¨�h¥

� ·(T̂ ∗L,Ω·
T̂ ∗L

) ≈
� ·(L,Ω·

L).Þm¢£��³h���V�h³h¬­¤c��¬¨�C�Q��¡
ωt

�h�
L

Ê2���£¬¨�h¢£��� Ã ��¢£��³h�c¡¯�C³h�3�h¢£��¤ §­���h�&��¡ ∂tωt ¬¨� � 2(L,Ω·
L)��§­�V��Ê2���£¬­�V¢£� �m�h¢« 6�

∂tωt
¬¨�m�c©6��¤c�}Ä�Þm¢£¬­���£³V�
ÊC� ����¢6���2�h�h��³V�h¬­�C�	Ä

� ³V¬¨�h�
∂tωt = dβt Ã �h¢£� ³V�z�q©6¬¨�V�h�m�� £�6¬­ÓI £��ÊC� ¤c���C³�Å=� §¨°

vt
�h £¤]¢n�h¢=�2�

ivt
ωt =

αt
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f : M̂ −→ Ŝ
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¡¯�C³h¥t��§4�Vª«¥¦�£§­��¤��h¬­¤�¥t���£¬®¡¯�C§­°êÐ~¬¨��¬¨���h¢£��³h���V�h³h¬­¤c��¬¨�C�ì��¡����²¬¨�½��� Î�³�� � §¨���Eª«�EÇ
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Ì�¬¨�£Î�³h��§L�2�h¬¨Ê���Ê��2³h¬L�2�I�r��¡(�h¢£�"Þm¢£� ��³h� ¥ c Ä
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f : M̂ −→ Ŝ
¼c¸~»�¿cÂSÚ
Ú\·�	�´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸�¿cÀ`¿c·Á¸cÂ�� ��^
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	=¸c¶�·
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f
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M̂
ϕ //

f

��

Spec ( ± [[t]])× L

π

��

Ŝ // Spec ( ± [[t]])

� 	=¸cº�¸ ϕ ´­¿S»�¿cÀ2Âzé?¾­¸]Ùc·ÁÚ\ÂSÚ\ºxé 	«´­¿cÂ �
π

´­¿¦·
	=¸Qé?º]Ú��}¸]Ùc·o´aÚ\¶ �
t = (t1, . . . , tn)»�¶	V

L
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�

��º]Ú
Ú ^ �3Þm¢£���2�=��§¨ªI�h¬­¤3�V�=��¤ �
M̂
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L
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ψ //

f

��

Spec ( ± [[t]])× L

π
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Ŝ // Spec ( ± [[t]])
Ì�¢£� ³V�

ψ
¬­������¬­�V�C¥¦�C³h�£¢6¬­�h¥ â �2åaÄ

Þm¢£�"¬­�V�C¥t��³h�£¢£¬¨�h¥
ψ

¬­�£°6 £¤ �����j�EªÉ¥¦�£§¨� ¤��h¬­¤�¡¯�C³V¥
ω1

�C���h¢£�"�h�=�2¤ �
T := Spec ( ± [[t]]) × L

��¢£�2��Ì���¬­�½����³h�?�C§L�2�h�tÌ�¬®��¢ �h¢£��ÎC¬¨Ê�� �Ø�EªÉ¥¦�£§¨� ¤��h¬­¤
�V�h³h £¤c�� £³V�

ω0

��¡
T
Ð

ωt = (1− t)ω0 + tω1.
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Ê��2�£¬­�V¢£� ��ÄÆÞm¢£¬¨���V¢£�
Ì��~�h¢=�2����¢£��ã`Ça¡¯�C³h¥
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Ê�� �
��¢£�Q�h¢£� �C³V� ¥�Ä

�

��¸cÂ¦»�º�� ) �ÆËÁ�7��¢£¬¨���h¢£� �C³V� ¥è��¢£�t�Vª«¥¦�£§­��¤�����¥t�C³V�£¢£¬¨�h¥Õ¬¨��¬­�êÎC���£� ³h��§Æ�£�2�
���=��§®ªI��¬­¤ �  6���C�6§¨ª¦¡¯�C³h¥t��§aÄ(Þ(���V� �"¬¨� Ã ¤��C�£�h¬¨°£� ³r�h¢£�"�,���£¤ ¬¨§���¡(�£§­���£��¤�  � ¬­¤��

Ca = {(x, y) ∈ ± 2 : y2 + x3 + ax + a = 0}.
Þm¢£��¥¦�É°6 £§­ £����¡&�h¢£��¤��C³h³V� �h�?�C�£°6¬­�£Î�¤ �C¥¦�=��¤c��¬¨Å£� °n¤� £³VÊ��zÊ2��³h¬¨� �r�2¤ ¤ ��³h°£¬¨�£Î
�����h¢£��Ê2��§­ £�z��¡

a
���6°��h¢£� ³V��¡¯�C³V����¢£�"� �t�6�Q¤  £³EÊC� �

Ca
��³V�Q�£���m¬¨�h�C¥¦�C³V�£¢£¬­¤

����¤��C¥¦�£§­�q©ß�2�=��§¨ªI�h¬­¤¦¥S���6¬¨¡¯�C§¨°£� Ã ��¢£�¦¡o��¥¦¬­§¨ªì¬­����¡¯�C³V�h¬­�C³V¬��Vª«¥t�6§­� ¤c��¬¨¤}��§¨§¨ª
�£�C�ÉÇa��³V¬¨Ê«¬L��§+Ä
Þm¢£� ��³h� ¥ 
 ¢£�����h¢£�t¡¯�C§¨§­�
Ì�¬­�6Î�¤��C³h��§­§L�2³VªìÌ�¢£¬¨¤]¢ß¥¦¬­ÎC¢½� � �t³h��Î½��³h°6� °Ø�����
¤ �C¥¦�£§¨�c©nÊ�� ³V�h¬­������¡���¢6��Ò�³h�£��§­°ÉÇÁ�4¬¨�C 6Ê«¬­§¨§­�m��¢6� �C³V� ¥�Ä
,/.10��3�5087 Y�� �4¸c·

f = (f1, . . . , fn) : M̂ −→ Ŝ
¼c¸"»�¿cÂSÚ
Ú\·�	 ��·Á¸c´�¶ ^}Ú\ºqÂ¦»�¾

´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸�¿cÀ`¿c·Á¸cÂ �m·
	=¸c¶ ·
	=¸cº�¸t¸��C´­¿c·�¿SÙ]Ú\ÂjÂjÜ«·o´�¶«¹���¸]Ùc·ÁÚ\º �r¸c¾9V\¿
Y1, . . . , Yn

� 	«´aÙ
	²Ù]Ú\ÂjÂjÜÉ·Á¸ � ´�·
	�·
	=¸ 	6»�Âj´�¾à·iÚ\¶=´o»�¶ �r¸c¾9V\¿jÚ ^�·
	=¸�Ù]Ú\Âzé=Ú\¶�¸c¶=·�Ú ^
f

»�¶	V
¿cÜ�Ù
	�·�	6»�·

ω(Xi, Yj) = δij
�

��º]Ú
Ú ^ �3Þm¢£�Q�6³h��Ê«¬¨�C £�r��¢6� �C³V� ¥ ¬¨¥t�6§­¬­�����h¢=�2�rÌ��Q¥t�
ªS³h���V��³V¬­¤c�m�C £³V�h� §®ÊC�����h�
��¢£�m¤ ���h��Ì�¢£��³h�

M
¬¨���"�6³h�«°£ £¤��

T ∗L = ± n×L ���£°
f

¬¨�3��¢£���£³V� & � ¤c��¬¨�C�j���
± n Ä(Þm¢£�m¤]¢£�C¬¨¤ �m��¡��h¢£¬­�3¥¦�«°£� §É��§­§¨�
Ì��3 £�3����ÅÉ©���¢6�ÆÊC��¤�����³�Å£� §­°6�

Y1, . . . , Yn
� ª�³h� ÓI £¬¨³h¬¨�£Î��h¢=�2����¢6��ª¦�h¢£�� £§­° � ���]�2�£ÎC� �½��������¢£��Å � ³V� ����¡	��¢6���£³V� & � ¤c��¬¨�C�
T ∗L −→ L

ÄjËx¡�ÌÆ���]�2Í���§­�«¤}��§(¤ �«�C³h°6¬­�=�2�h� �
(q1, . . . , qn)

¬­�
L

�h����¢=�2�Q�h¢£�
�Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤S�E��³h 6¤��� 6³h�n¬¨��ÎC¬¨Ê�� � � ª ∑n

i=1 dti ∧ dqi
��¢6� �ß��¢6�nÊC� ¤c���C³�Å=� §¨°£�

Y1, . . . , Yn
��³h����¢6��¢=�2¥t¬¨§¨�����£¬L���7Å=� §¨°£�

∂t1 , . . . , ∂tn
�2¡z��¢6���£³V� & � ¤c��¬¨�C� �h�

L
Ä

�



� � �������	��
���
��������	����������������
�
��������! "���# �$%�
�(0��£���(�L�4���9� ��� � ��¤ ��§­§��m�h���4�2¡É�£��¬­³EÌ�¬­�h�9¤ �C¥¦¥� 6�h¬­�£ÎÆÊ�� ¤c���C³&Å=��§­°£�

X1, . . . , Xn,
Y1, . . . , Yn

�C���¦¤��C¥t�6§­�c©n�Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤Q¥S�2�£¬¨¡¯�C§¨°n�h 6¤]¢���¢=�\�
ω(Xi, Yj) = δij�j�h���~��¡r»«Ùc·o´aÚ\¶=ÛE»�¶«¹�¾­¸ ��¸]Ùc·iÚ\º �r¸c¾9V\¿cÄ


 Ä����54(���4��6�4£�4���3� � � �I�3�57 4������4�50 ����4� �#0 6 � 6
�5087_6

 Ä9)CÄ � � O�?BR	D � M�D5H �B; AQO�M"G �NGIR �NL � OIA T Þ(� �í�V���

σ = {X1, . . . , Yn}
��¡

��¤��h¬­�C�«Çi���£Î�§­�jÊC��¤�����³h��Å=��§­°£�����µ��¡¯�C³h¥t��§��Vª«¥¦�£§­��¤���¬¨¤S¥t���£¬®¡¯�C§­° Ã ÌÆ�n���h�V�2Ç
¤ ¬­�2�����h¢£�t»«Ùc·+´aÚ\¶=ÛE»�¶«¹�¾­¸�¿c·x»�ºré?º�ÚCV�Ü�Ùc·

f ?σ g =
∑

i,k

~
k

k!
Xk
i fY

k
i g

Ì�¢£� ³V�
Xk·

���£°
Y k·

°£���£������³h���h�?� ¤��h¬¨Ê�� §¨ª��h¢£�
k
Çx�h¢n�&¬­��°£��³h¬¨Ê2�2�h¬¨Ê����2§­�C�£Î

X���£°
Y

Ä
,/.10��3�5087 +�� � 	=¸n»«Ùc·o´aÚ\¶=ÛE»�¶«¹�¾­¸j¿c·x»�ºQé?º�ÚCV�Ü�Ùc·�¿�Ú\¶�» ^}Ú\ºqÂ¦»�¾ ��·Á¸c´�¶Ø¿cÀ\ÂjÛ
é?¾­¸]Ùc·+´aÙ�Â¦»�¶=´ ^}Ú\¾9V

(M̂, ω)
»�º�¸�»�¾�¾3¸ e ÜÉ´	�\»�¾­¸c¶=·
��´��o¸����r·
	=¸cÀ�V«¸���¶�¸�´­¿
Ú\ÂSÚ\ºxé 	«´aÙ

¿
	=¸h» ��¸]¿�Ú ^"¶�Ú\¶=ÛhÙ]Ú\ÂjÂjÜ«·x»�·o´	��¸�»�¾l¹«¸ ¼ ºV»\¿��
��º]Ú
Ú ^ �3ËÁ����¢£�

C∞ ¤ ���h�"��¢6� �h���V����³m�£³V�É°£ 6¤�����Ì��C £§­° � � ����°£�C�V�`Ê��6³h�«°£ £¤��h�
���h�V�É¤�¬L�2�h� °n�h�t� W��\���Vª«¥t�6§­� ¤c��¬¨¤�¤ �C�6�£� ¤c��¬­�������

(M̂, ω)
Ì�¬®��¢ � ��ª«§&¤  £³EÊ2�\Ç

�� £³V��¡¯�C³h¥
−(i/~)ω

���£°ê��³V����¢£��³h�c¡¯�C³h��� ÓI £¬®Ê2��§­���I�¦â +2å Ã Þm¢£� ��³h� ¥ 
 Ä c a �h� �
��§­�V��âsã�ã\å?���£°�â9)
ã`å=¡¯�C³3�h¢£��¥t�C³V�mÎC� �6� ³��2§=¤}���V����¡��"Ï(�C¬¨�h�V�C�S¥t���£¬®¡¯�C§­°8bqÄ&Þm¢£�
¢£�C§¨�C¥t��³h�£¢£¬¨¤�¤}�2�h��¬­���h¬¨¥t¬¨§L��³����t�h¢£�

C∞ ¤}���V��Ä � ��Î�¬¨ÊC�������C 6�h§­¬­�6�Q��¡9�h¢£�
�£³h�«��¡�¬­���C 6³m�h¬¨�h =�2�h¬­�C�	Ä
Ò �h������¡3��¤��h¬­�C�ÉÇÁ���£ÎC§¨�zÊC��¤��h�C³�Å=��§­°£�

σ = {X1, . . . , Yn}
°£��Å=�6� ���XW��2��¤ ���ÉÇ

�£� ¤c��¬¨�C���C�
M̂

¡¯�C³rÌ�¢£¬¨¤]¢��h¢£�QÊC��¤�����³�Å£� §­°6���2³h�"¢£�C³V¬ � ���I����§��V� ¤c��¬­���£� Ä
Þm¢£�n�£��³h¥t��§��£³h�«°£ £¤c���C�ß� ��¤]¢Ø§­¬¨�£�}�2³��V�=��¤��

T ∗
xM

¬­�£°6 £¤ ���j���£³V�É°£ 6¤���¬¨�
OT ∗M [[~]]

�h¢=�2��ÌÆ�t°£� �6����� � ª ?F Ä �=�C³�¬­�£�E�]���6¤ �S¬®¡
M = ± 2 = {(x, y)}���£°

T ∗M = ± 4 = {(x, y, ξ, η)}
��¢£�����h¢£�r�C�6§¨ª��£�C�ÉÇx¤ �C¥¦¥� 6���2��¬®ÊC�Æ�6³h�«°£ £¤��

��¥¦�C�£Î�§¨¬­�£� ��³�¡¯�C³h¥¦��¬¨�
η ?F ξ = ξη+ ~

Ä3ËÁ�n��¢6¬­�Æ¤ ���h���h¢£�z���£§¨ª¦�£�C�«Çx��³V¬¨Ê«¬L�2§
¤ �C¥¦¥� 6���2����³r¬­�

[η, ξ] = ~
Ä

Þm¢£� W=�2��¤��C�£�£��¤��h¬­�C�v�C�
M

¬¨�£°£ £¤�� �ì�2� ¬­�V�C¥¦�C³h�£¢6¬­�h¥ ��¡�� �Vª«¥t¥¦���h³h¬¨¤
�£� ¬¨ÎC¢ � �� £³h¢£�«�«° V ⊂ M × M

��¡��h¢£��°£¬­��ÎC�C�£��§rÌ�¬¨�h¢í�7�6� ¬­Î�¢ � �C £³V¢£�«�É°
V ′ ��¡3��¢6� � ��³h�n�V� ¤c��¬­���ì¬­�

TM
Ä g���³h���Vª«¥t¥¦���h³h¬¨¤�¥¦�}���6��¬¨�IÊ2��³V¬L���½�� £�£°£��³

��¢£�t¬­�½ÊC��§­ 6�h¬­�C�
(a, b) 7→ (b, a)

Ä�Þm¢£�n�Vª«¥¦�£§­��¤��h¬­¤�¡¯�C³h¥ ¬¨�
M

¬¨�£°£ £¤�� �����
¬­�V�C¥t��³h�£¢£¬¨�h¥ �2¡

TM
Ì�¬®��¢

T ∗M
Ä�ËÁ�n��¢£���h� ÓI £��§ Ã Ì���¥t��Í�����¢£¬¨��¬¨°£� �½��¬®Å=¤}�`Ç

��¬¨�C�£� Ä
 ��V¬­�£Î/��¢£�`W��2�t¤ ���£�£� ¤c��¬¨�C� Ã Ì��ì���V�h�«¤ ¬­�2������� �êÊ�� ¤��h�C³tÅ£� §­°

v : M −→
V ′ ⊂ TM

¬¨�����V�h�«¤ ¬­�2����°ß�ÁÌÆ�ìÊ�� ¤��h�C³�Å=��§­°£�
v′, v′′ : TM −→ T (TM) ≈

TM × TM
Ì�¬¨�h¢²¤ �«�C³h°£¬¨�=�2�h� �

(v, 0)
���6°

(0, v)
¬¨�ì��¢£��°£��¤ �C¥¦�,���h¬¨�h¬­�C����¡

T (TM)
¬¨�I�h��¢£�C³h¬ � �C�½����§&���£°�Ê�� ³V�h¬­¤ ��§&¤ �C¥¦�?�C�£� �½�h� Ä




�� ���C� ��
"���X�������������� "��� � �� �$@����������� �  �� � �

�"¬®ÊC���v�2�ë���,���v�V  � �h�c� U ⊂ M Ã ÌÆ�/°£�cÅ=�£�/��¢£�/�V  � ��§¨ÎC� � ³h� Γσ(U) ⊂
Γ((U × U) ∩ V ′,OT ∗M [[~]], ?F ) � ª
aPc b

f ∈ Γσ(U) ⇐⇒ X ′
if = X ′′

i f, Y
′
i f = Y ′′

i f ∀i.
� 0	7_7 4 � � 	=¸�»�¾l¹«¸ ¼ ºV»

(Γσ(U), ?F )
´­¿�´­¿
Ú\ÂSÚ\ºxé 	«´aÙ�·ÁÚ~·�	=¸Æ»�¾l¹«¸ ¼ ºV»

(Γ(U,OM [[~]]), ?σ)
�

´��o¸����N^}Ú\ºS»�¶=À
f0 ∈ Γ(U,OM [[~]])

·
	=¸cº�¸�¸��C´­¿c·�¿S»�Ü«¶=´Be Ü�¸
f ∈ Γσ(U)

¿ »�·+Û
´­¿S^qÀ2´�¶«¹ß·
	=¸�¿cÀ
¿c·Á¸cÂ Ú ^²¸ e Ü6»�·+´aÚ\¶������ß»�¶	Vµ·
	=¸�Â¦»cé

f0 7→ f
´�¶	V�Ü�Ù]¸]¿ì»�¶

´­¿
Ú\ÂSÚ\ºxé 	«´­¿cÂ Ú ^�»�¾l¹«¸ ¼ ºV»\¿��
��º]Ú
Ú ^ �3Þ��mÎC�����m¤�§­�}�2³	ÎC� ��¥t�c��³h¬¨¤}��§\�£¬¨¤��� 6³h� Ã §¨���& £�	����Í����h¢£�3��¬¨¥t���

x1, . . . , xn Ã
y1, . . . , yn

��¡Q�h¢£��Ê�� ¤��h�C³tÅ£� §­°6�
X1, . . . , Xn Ã Y1, . . . , Yn

���t§­�«¤}��§m¤��É�C³V°£¬®Ç
�=�2�h� � Ä
Þm¢£�r�]�2�£ÎC� �½� �  6�£°£§­�Æ¢=����¤ �«�C³V°£¬­�=�\��� �

x1, . . . , yn
���£°

ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn���£°�¬­���h¢£� �V��§¨�É¤ ��§�¤��É�C³V°£¬­�£�2�����rÌÆ��¢=�}ÊC�

X ′
i = ∂xi

, Y ′
i = ∂yi

, X ′′
i = ∂ξi , Y

′′
i = ∂ηi

.
d � Ã �h¢£�"�h  � ��§­ÎC� � ³�� Γσ(U)

¤ �C�6�h¬­�E�~��¡(¡¯ 6�£¤��h¬­�C�£�
f

�h 6¤]¢���¢£�2�

∂xi
f = ∂ξif, ∂yi

f = ∂ηi
f.

�=�C³�� ��¤]¢
f0 ∈ Γ(U,OM [[~]])

�h¢£� ³V��¬­�z�S £�£¬¨Ó« 6�
f

�h�2��¬¨�V¡�ª«¬­�6Ît��¢6¬­�~�Vª«�V�h� ¥
��¡(�=��³V�h¬L��§,°£¬¨Ý,� ³V� �½��¬­��§	��Ó« £�2��¬¨�C�£�r¡¯�C³rÌ�¢£¬¨¤]¢

fξ=0,η=0 = f0 Ã �=��¥¦� §®ª

f(x, y, ξ, η) = f0(x+ ξ, y + η).
Þm¢£�Q¬­�V�C¥¦�C³h�£¢6¬­�h¥á��¡ � ����¢���§¨ÎC� � ³h���r¬¨�r¬­¥¦¥t��°£¬L�\����Ä"�=�C³r¬­�6�V�]�2�£¤ ��Ì��"¢=�}ÊC�

yj ?σ xi = yjxi + ~δij.
Þm¢£��§¨¬­�£� ��³m¡¯�C³h¥¦�

yj, xi ∈ Γ(U,OM [[~]])
¤ ��³h³h���h�?�C�£°��h�S��¢6��§­¬¨�£�}�2³�¡¯��³h¥¦�

yj + ηj, xi + ξi ∈ Γσ(U)
Ä�Þm¢£��¤ ��³h³h���h�?�C�£°£¬¨�£Î��£�C³V¥S��§��£³h�«°£ £¤c��¬­�

(yj + ηj) ?F (xi + ξi) = (yj + ηj)(xi + ξi) + ~δij
���
ηj ?F ξi = ~δij

Ä
�

�"¬®ÊC���/�ÁÌ����V���h�
σ = {X1,σ, . . . , Yn,σ}, σ

′ = {X1,σ′ , . . . , Yn,σ′}
��¡r�2¤���¬¨�C�

���£ÎC§¨��Ê�� ¤��h�C³QÅ=� §¨°£� Ã ��¢£��³h��¬­��¬¨�ì�}�2¤]¢ê�����£ÎC���I���h�=��¤��
TxM

�n £�6¬­ÓI £�j¥t���
Ax

Ì�¢£¬­¤]¢t�h� �6°£���h¢£�
i
Çx��¢¦ÊC��¤�����³Æ¬­����¢6��§¨¬­�V�

σ
���"��¢=�2����¡,��¢£��§­¬­�E�

σ′ Ä3Þm¢I £� ÃÌÆ�"ÎC�c������¬­�h��¥t�C³V�£¢£¬¨�h¥

A : TM −→ TM, A∗Xi,σ = Xi,σ′, A∗Yi,σ = Yi,σ′ .
Þm¢£��¥t���

A
¬­�£°6 £¤ ���4���"¬­�h��¥t�C³V�£¢£¬¨�h¥ � �c�ÁÌÆ��� ����¢£����§¨ÎC� � ³���� Γσ(U) Ã Γσ′(U)���£°n�h¢£� ³V��¡¯�C³V���2¡��h¢£�Q�h¢6�}�}ÊC���

OM [[~]]
Ì�¬¨�h¢n��¢£�"�V����³r�£³V�É°6 £¤��h���2�h�h�«¤ ¬­�2����°

���
σ

���£°
σ′ Ä�Þm¢£¬¨�m¤ �C�6¤ §­ 6°£� ����¢£�"�£³V�É�2¡(�2¡9��¢6����¢£���C³h��¥�Ä

�
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 ÄsãÉÄ �(:5; �B?�� O�?PD5H �1GIR �F;%GIO � T
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 ���4¸c·

f = (f1, . . . , fn) : M̂ −→ Ŝ
¼c¸�»�¿cÂSÚ
Ú\·
	�´�¶=·i¸a¹�ºV»½¼ ¾­¸

¿cÀ`¿c·Á¸cÂ V«¸���¶�¸ VnÚ\¶²» ��·Á¸c´�¶(^}Ú\ºqÂ¦»�¾?¿cÀ\Âzé?¾­¸]Ùc·+´aÙQÂ¦»�¶=´ ^}Ú\¾9V
M̂

� � 	=¸cº�¸�¸��C´­¿c·�¿
?
ÛhÙ]Ú\ÂjÂjÜ«·+´�¶«¹Q¸c¾­¸cÂS¸c¶=·¯¿

F1, . . . , Fn ∈ Γ(M̂,OM̂ [[~]]) �
	«´aÙ
	�¾à´ ^q·

f1, . . . , fn
�

��º]Ú
Ú ^ � �z���£���h� � ª X1, . . . , Xn

�h¢£��¢=��¥¦¬­§¨�h�C�£¬­����ÊC��¤��h�C³QÅ=� §¨°£���2�h�h�«¤ ¬­�2����°
���
f1, . . . , fn

Ä�æ�ªêÞm¢£� ��³h� ¥ Yn��¢£��³h�t�c©É¬­�E�������h�c���2¡���¤��h¬­�C�«Çi���£Î�§­��Ê�� ¤��h�C³
Å=� §¨°£�

σ = {X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn}
Ä�Þm¢£�"¡¯ £�£¤c��¬¨�C�£�

f1, . . . , fn
¤ �C¥¦¥� 6�h�

¡¯�C³���¢£���V�]�2³Æ�£³V�É°£ 6¤��
?σ

Ä�æ�ªtÞm¢6� �C³V� ¥ + Ã �h¢£� ³V���c©É¬¨�V���Æ���n¬¨�h�C¥¦�C³h�6¢£¬­�V¥ ��¡
�h¢£� �}ÊC� �

ϕ : (OM (M̂)[[~]], ?σ) −→ (OM(M̂)[[~]], ?)Ì�¢£� ³V�
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